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Zur theoretischen Erklirung unserer Messungen
bedarf es unserer Meinung nach noch einer grof3en
Zahl weiterer -Versuche. Vor allem mufl die MeB-
genauigkeit erhoht werden, wodurch die Entscheidung
zwischen exponentiellem und hyperbolischem Verlauf
dann sicherer als bisher getroffen und der Zahlen-
wert fiir « mit kleinerem Fehler angegeben werden
kann. Weiterhin diirften Messungen iiber das Spek-

trum des Fluoreszenzanteiles im Verhiltnis zum

Spektrum der linger dauernden Vorginge von Wich-
tigkeit sein. SchlieBlich lieBen sich auf Grund von
Untersuchungen iiber den EinfluB der Temperatur
und der Korngréfle der Leuchtstoffe wichtige Auf-
Vorgiinge, die Auftreten
der drei beschriebenen Leuchtprozesse verursachen,
geben. Derartige Versuche sind bei uns im Gange®.

SFrl.I. Klampt und Hm. G. Goldbach danken
wir fiir Mitarbeit bei der Durchfithrung der Messungen.
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Der Massendefekt als Folge der relativistischen Feldgleichung
fiir das Zweikorperproblem

Von WALTER THIRRING *

(Z. Naturforschg. 5a, 85—88 [1950]; eingegangen am 10. Juli 1949)

Es wird die relativistische Feldgleichung fiir zwei Partikel mit Spin 1/, aufgestellt und
daraus deduziert, daf sie sich, falls sie untereinander gebunden sind, verhalten wie ein Teil-
chen, dessen Masse gleich der Summe der Massen vermindert um die Bindungsenergie ist.

er Massendefekt ist eine der besten empirischen

Stiitzen der Relativititstheorie und ein Grund-
pfeiler der gesamten Kernphysik. Aus den Aussagen
der Relativititstheorie folgt unmittelbar, dal zwei
Teilchen, die untereinander durch eine Kraft verbun-
den sind, sich in einem AuBleren Kraftfeld tatsichlich
so verhalten wie ein Teilchen mit der Summe der
Massen minus der Bindungsenergie als Masse. Trotz-
dem ist es im einzelnen oft schwierig, dieses Ergeb-
nis der Relativititstheorie nachzurechnen, da die
Rechnung die Losung des relativistischen Mehr-
korperproblems voraussetzt. Strenge Losungen gibt
es bisher nicht. Es existieren nur Niherungslésungen,
die um eine Niherung weitergehen als der klas-
sische Standpunkt. Im Rahmen dieser Niherung
konnte auch Bagge* zeigen, dafl der Massendefekt
aus einer Lagrange-Funktion folgt, welche der be-
kannten Darwinschen relativistischen Lagrange-Funk-
tion nachgebildet ist. Die Arbeit von Bagge ver-
wendet jedoch die klassische Partikeltheorie, und es
scheint geboten, zu untersuchen, ob die angemessene
feldmiBige Behandlung der Elementarpartikel das-
selbe leistet. Auch scheinen die Grundlagen der
Baggeschen Arbeit nicht willkiirfrei, da er seine
Lagrange-Funktion nur dadurch propagieren kann,
daB3 sie im Fall des Coulombschen Kraftgesetzes in
die Darwinsche iibergeht. In dieser Arbeit soll nun

¥ Wien IX, Strudlhofgasse 13.
' E. Bagge, Z. Naturforschg. 1, 361 [1946].

gezeigt werden, daf3 aus der relativistischen Feld-
gleichung fir das Zweikorperproblem nach Reduk-
tion auf die grofen Komponenten und Separation
tatsichlich fir die Schwerpunktskoordinaten eine
Schrédinger-Gleichung folgt, in welcher als Masse die
Summe der Massen minus der Bindungsenergie steht.
Auch wird hier der Willkiir kein Spielraum gelassen,
da die Feldgleichung durch die Forderung der rela-
tivistischen Invarianz eindeutig bestimmt wird. Da-
bei stellt sich auch heraus, daf} die bisher verwendete
Feldgleichung fiir das Zweikorperproblem nicht
streng invariant ist und daher einen falschen Massen-
defekt liefert.

§ 1. Aufstellung der Feldgleichung

Eine relativistische invariante Feldgleichung fiir
zwei Partikel mit Spin /> muf} im kriftefreien Fall
folgende Gestalt haben:

(hi a;l.l'+7'2i af%z + e (@2 =0, (1)
Hier steilen die y die tiblichen Diracschen Matrizen
dar, u bedeutet die reziproke Compton-Wellenlinge,
und die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf die Par-
tikel. Auch wollen wir im folgenden die jetzt tiblichen
FundamentalgroBen verwenden, als Masse mc?, als
Impuls pc und als Wirkungsquantum hc/27x. Wenn
wir nun in Gl (1) wie gewdhnlich die Substitution

@NOIS)

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung®) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher

Nutzungsformen zu ermdéglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der

ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

3.0 Germany License.

to allow reuse in the area of future scientific usage.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fur Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is



86 W. THIRRING

yi=—i3d(i=1,2,8), #H=3; u=m/h (2)

vornehmen und mit £, f, multiplizieren, erhalten wir

/ / h o , h 9
(@mmo§+mmw»%+m5 7+
- [y + 5] By ,92) w=0. ®)

Es konnen also nicht beide Zeitableitungen mit der
Einheitsmatrix multipliziert werden. Dies setzt man
aber bei der iiblichen Gleichung fiir das Zweikorper-
problem voraus, welche man wie folgt ansetzt:

((“Wl) 711 + (@212) ]:. + By g+ 8, '/'2) y="FEy. (4)

Diese Gleichung liBt sich aber durch keine Trans-
formation im Spinraum auf die Gestalt (1) bringen,
in welcher allein der Nachweis der relativistischen
Invarianz erbracht werden kann. Hier wird er einfach
gegeben durch die Transformationsvorschrift:

Y 1.2 e gL
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Y = b'l 52 Y, (5)
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Was nun die Krifte anlangt, wollen wir die Teil-
chen untereinander skalar koppeln und von aufBen
her ein vektorielles Feld, etwa ein elektromagne-
tisches, auf sie einwirken lassen. Im Sinne einer nicht-
relativistischen Niherung beriicksichtigen wir fiir den
Einflu} dieses Feldes nur die zeitartigen Komponen-
ten, so dal} unsere Ausgangsgleichung folgendes Aus-
sehen gewinnt:

d d
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wobei
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Hier driicken wir die y aus durch zwei Paulische

- —
Matrixvektoren o, o
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und erhalten
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Als niichstes spalten wir die Zeitabhiingigkeit ab
durch folgenden Ansatz:

(B cty | Eyet
_l( h T ) (8)

W= q 4

Ey=my+e 2; Ly=my+e/2.

e ist dann die nichtrelativistische Energie. Ferner
wollen wir auf Schwerpunkts- und Relativkoordina-
ten transformieren und fiihren die Bezeichnung
p =V h/i ein.

P = "’;' YDy = %/;’;1) , M =my + my. (9)

Zur Reduktion miissen wir die Matrizen fiir die o
ausschreiben. Die Feldfunktion wird dann ein vier-
komponentiger Vektor im Matrixraum der o, welchen
wir in der iiblichen Gestalt ansetzen:
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Dadurch schreibt sich Gl. (7) dann:
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Aus den Gln. (8) lesen wir die Abschitzung
f-1:Clox )3~ VIM (11)

ab. Fir gebundene Nucleonen hat diese nicht ganz
die GroBenordnung 10—2. Wir werden daher als
erste Niherung 3f_, vernachlissigen und 2m +V
durch 2m ersetzen. Dann koénnen wir die andern
Feldgrofen eliminieren und erhalten eine Gleichung
tiir die groBBte Komponente *f, allein.
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Unter Verwendung bekannter Eigenschaften der

o =)+ @+ V) G ) =

(8b)
(8¢)

) =(3fo—Y) + @M +e—204T)3f_, =0.

(8d)

Spinmatrizen ergibt dies:
Pt p (1 .3
(72“)74—2 Tn;+ +2U+ 1 —e)e’f1=0.
(12)

Als erste Niherung ergibt sich tatsichlich die ge-
wohnliche Schrodinger-Gleichung fiir zwei Teilchen in
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten. Um den
Massendefekt zu erhalten, miissen wir die Niherung
einen Schritt weiterfiihren. Wir werden daher 3f_,
nicht mehr vernachlissigen, sondern es aus Gl. (8d)
berechnen und in (8b) und (8c¢) einsetzen. Zur Ver-
einfachung nehmen wir m; =m, an und setzen
lap” = q. Auch wollen wir die langwierigen Rech-
nungen dem Leser iiberlassen und stellen nur kurz
die im folgenden verwendeten Relationen von Pro-
dukten mit Spinmatrizen zusammen. Dabei wollen
wir ein Vektorprodukt durch eckige Klammer kenn-
zeichnen, die runde Klammer bei einem Skalar-
produkt aber manchmal weglassen, da ein Mi3ver-
stindnis nicht moglich ist.
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Wenn wir GroBen bis einschlieBlich der Ordnung (p/m)* berticksichtigen, erhalten wir fiir *f, und 'f,.

ausgedriickt durch *f, :
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Diese Ausdriicke miissen wir nun in Gl. (8a) einsetzen und erhalten so nach lingeren, aber elementaren

Rechnungen:
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Was den ersten Teil des Operators auf der rechten
Seite betrifft, so sehen wir zuniichst das klassische
Glied, dann Terme mit p* und g*, welche die iibliche
erste relativistische Korrektur zum Hamilton-Operator
darstellen. Dann tritt ein Glied mit p?g¢? auf, was
zusammen mit der verinderten Masse m fiir den
Massendefekt verantwortlich ist, fol-
gendem sofort erkennt:

wie man aus

/)~ 1 _ p’?
2 2m4Ilr  2(2m -}—1;’, m+ V)

= p 1 _ ﬁ'_ .
4 m S m? S8m2)’

2 i_ v _ (1 _,J;,,_L (17)
"\ 2w | 4 \m RTE 2m3 ]

Es ist jedoch wichtig zu bemerken, daf3 unser
Resultat, da es ein Ergebnis hoherer Niherungen ist,
sehr empfindlich gegeniiber Abinderungen der Feld-

gleichung ist. Wenn man etwa Gl. (4) als Ausgangs-
punkt wihlt (die analoge Rechnung sei dem Leser
iiberlassen), dann treten Terme auf, welche unser ge-
wiinschtes Resultat wieder zerstéren. Was schlieBlich
die anderen, spinabhiingigen Terme der hdoheren
Niherung in Gl. (16) anlangt, so stellen sie offenbar
das Gegenstiick zu entsprechenden Gliedern in der
Arbeit von Bagge dar, welche in den dortigen, rein
partikelmiiBigen Untersuchungen ebenfalls auftreten.
Bagge konnte zeigen, da} sie ein totales zeitliches
Differential bilden und daher bei Mittelung tiber
viele Bahnumliufe vernachlissigt werden konnen. In
unserem Fall hitte ein Diskussion der spinabhingigen
Glieder wenig Sinn, da durch unsere skalare Kopp-
lung ohnedies schon Spinbindungen vernachlissigt
sind. Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl in
unserer Niherung der Massendefekt richtig heraus-
kommt, doch mit ihm auch Glieder auftreten, die von
der Art der Kopplung abhingig sind und deren Be-
deutung daher fraglich ist.



